
محمود نصیري

اشاره
مبحــث مربع هاي لاتين یکي از بخش هاي جدید در ریاضيات گسســته پایه دوازدهم رشــته ریاضي فيزیک 
است. در این مقاله كه از دو قسمت تشکيل شده است، در قسمت اول سعي مي كنيم مفهوم هاي اساسي در مورد 
مربع هاي لاتين و كاربردهایي از آن را بيان كنيم. ســپس مربع هاي لاتين متعامد و روش هاي ســاختن آن ها را 
همراه با كاربرد آن بررسي مي كنيم، سعي شده است علاوه بر روش كتاب  درسي روش هاي دیگري نيز بيان شوند. 
همچنين به مسئله هاي كتاب نيز اشاره اي شده است. در قسمت دوم كاربردي از مربع هاي لاتين را در مورد ساختن 

مربع هاي جادویي بيان مي كنيم.

کلیدواژه ها: مربع های لاتين، اویلر، جدول كيلی، مربع های لاتين متعامد

در مربع  4 × 4 شــکل 1، ســعي كرده ایــم از چهار نوع 
نماد رنگ آميزي یا ســایه استفاده كنيم، به طوري كه هيچ دو 
مربعي در یک ســطر و هيچ دو مربعي در یک ستون، رنگ یا 
ســایة یکسان ندارند. چنين مربع هایي را »مربع های لاتين«1 

می نامند.
توســعة منظم مربع های لاتين به وســيلة اویلر در سال 
1779 شــروع شــد و توســط كیلی )1890 ـ 1877( در 
مورد جــدول عمل روی گروه ها به كار برده شــد. چون اویلر 
برای نام گذاری این مربع ها از حروف لاتين اســتفاده می كرد، 
به هميــن دليل این مربع ها به نــام مربع های لاتين معروف 
شدند. در ســال 1930، مفهوم آن یک بار دیگر وقتی تئوری 
»شــبه گروه ها«2 مطرح شد به كار برده شد. مربع های لاتين 
در مبانی هندسه های متناهی نيز نقش مهمی را ایفا می كنند؛ 
موضوعی كه هم اكنون نيز در حال توسعه است. همچنين در 
سال 1930 بزرگ ترین زمينة كاربرد مربع های لاتين توسط 
فیشر3 مطرح شد كه آن ها را در دیگر ساختارهای تركيبياتی 
در طرح آزمایش های آماری بــه كار برد. به طور كلی مبحث 
مربع هــای لاتين، جدا از بحث تركيبيــات، به نام »طرح های 

تركيبياتی«4 معروف است. 

ســاده ترین و كاربردی ترین نمایش ایــن مربع ها به این 
صورت است كه به جای حرف ها یا نمادهای دیگر از عددهای 

طبيعی یا عددهای صحيح نامنفی استفاده كنيم. 

 n از x روی یک مجموعة n تعریف: یک مربع لاتين از مرتبة
شی یا نماد، یک آرایة n×n شامل n  سطر و n ستون است، 
 به طوری كه هر شــی یا نماد فقط یک بار در هر سطر و فقط 
یک بار در هر ستون واقع شده باشد. یعنی هر شی یا هر نماد 

در هيچ سطر و هيچ ستون آن تکرار نشده باشد.

یــک مربع لاتين از مرتبة 4 به صورت شــکل 3 اســت. 
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مشاهده می كنيد كه در هر سطر و در هر ستون هيچ دو عدد 
مساوی وجود ندارد.

بنابراین، 

در یــک مربع لاتين  L كه روی یــک مجموعة X تعریف 
می  شود، هر خانه یا درایه، شامل عضوی از X است، به  طوری كه 
هر سطر L یک جایگشت از X  و هر ستون L نيز یک جایگشت 

از X است.
چنين مربع های لاتينی را چرخشی یا دوری نيز می نامند. 
در شــکل 3 یک مربع لاتين n×n چرخشی را روی مجموعة، 
}X=}1 ,2,3 ,... ,n -1 ,n مشــاهده می كنيد. در سطر اول 
تمام اعضای X، یعنی n, ...,2, 1 نوشــته شــده اند. سپس با 
تبدیل دوری عددها به صورت زیر در ســایر ســطر ها نوشته  

شده اند:
n n n→ → − → − → → → →1 1 2 000 3 2 1

می توانيم این گونه نيز مطرح كنيم كه از ســمت چپ، هر 
خانه به اندازة n -1 خانه به سمت راست انتقال یافته است.

فعالیت: اگر داشته باشيم: }X=}1 ,2,3 , ... ,n، یک مربع 
لاتين چرخشی n×n، یا تبدیل دوری زیر بنویسيد. 

n n n→ → → → → − → − → →1 2 3 4 000 2 1 1

مربع لاتین كاهش یافته5
اگر مربع لاتين خواسته شده در فعاليت  قبل را بنویسيد، 
به مربع لاتين شــکل 4 می رسيد. در این مربع لاتين نمادها 
یا عددهای ســطر اول و ستون اول یکی هستند. چنين مربع 

لاتينی را »كاهش یافته« یا »فرم استاندارد« می نامند.

تعریف: یک مربع لاتين n×n یــا از مرتبة n را كاهش 
یافته )یا فرم استاندارد( می نامند، هرگاه، نمادهای سطر اول و 
 , 000, n -1 همچنين ستون اول به ترتيب عددهای صحيح

2, 1, 0 یا عددهای طبيعی n, ... , 2,3, 1 باشند.
یــک مربع لاتين كاهش یافته از مرتبة 4 را در شــکل 7 

مشاهده می كنيد.
قضیه: به ازای هر عــدد صحيح و مثبت n، همواره یک 
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مربع لاتين كاهش یافته از مرتبة n وجود دارد.

عددهای صحيح n -1 , 000, 2, 1, 0 را در اولين ســطر 
جدول n×n در نظر می گيریم. بقية ســطرها با تبدیل دوری 
عددها به یکدیگر به دســت می آیند. برای ساختن سطر iام، 
یک انتقال دوری از اولين ســطر انجام می دهيم، به طوری كه 
موقعيــت عددهای صحيح i -1 را به چپ حركت می دهيم. با 

انجام این عمل سطر iام به صورت زیر به دست می آید؛
i , i, , n , , , , i− − −1 000 101000 2

مثلًا سطر دوم با انتقال دوری سطر اول یک واحد به چپ 
بدست می آید. پس سطر دوم به صورت زیر است:

1 ,2,3 ,... ,n -1 ,0 
در واقــع i را مســاوی 2 اختيار كرده ایم. بــا این روش 
ســاختن، در هر سطر n نماد متمایز وجود دارد و این نمادها 
هر كدام دقيقاً یک بار در هر سطر رخ می دهند. همين ترتيب 
برای هر ســتون نيز برقرار است. مشاهده می كنيم كه اولين 
سطر و اولين ستون دارای مجموعه نمادهای یکسان از عددها 
 n هســتند. بنابراین یک مربع لاتين كاهــش یافته از مرتبة

ساخته ایم.
در شــکل6 یک نوع مربع لاتين كاهش  یافته را مشاهده 

می كنيد كه البته چرخشی نيز هست.
یک مربع لاتين كاهش یافته یا غيركاهش یافته از مرتبة 

یک وجود دارد.

21 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 1 / پاییز 1399



فقط یک مربع لاتين كاهش یافته 2 × 2 وجود دارد:
                                          

                                                                     

دارد. ســعی كنيد با نمادهای عددی آن را قبل از مشــاهدة 
شکل9 بنویسيد.

 آیا اكنون می توانيد تعــداد مربع های لاتين كاهش یافته
 4× 4 را مشخص كنيد؟

تعداد آن ها چهار تاست. در ادامه آن ها را آورده ایم. 
وقتی تعداد ســطرها و ستون ها بيشــتر می شود، به طور 

بی سابقه ای تعداد مربع های لاتين افزایش می یابد.
اگر بتوانيم تعداد مربع هاي لاتين كاهش یافته یا استاندارد 

 nL n!(n )!−1 n×n را محاسبه كنيم، آن  گاه به كمک رابطة 
  n×n و نيز رایانه مي توانيم تعداد كل مربع هاي لاتين از مرتبة
یعنی|L´n|  را محاســبه كنيم كه |Ln|  تعداد مربع هاي لاتين 

كاهش یافتة n×n است. 
در جــدول 1 تعداد مربع هاي لاتين كاهش یافته و تعداد 
كل مربع هــاي لاتين براي n=1  تا n = 8 آمده اســت. تعداد 
این مربع ها تا n = 11 محاســبه شــده و براي n ≤12 هنوز 

ناشناخته است.
 مثلًا: 
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مربع لاتين 2 × 2 
كاهش یافته نمی باشد.

مربع لاتين 2 × 2 
كاهش یافته

شکل 7
CBA

B

C

نتیجه: فقط دو مربع لاتيــن از مرتبة 2 یا 2 × 2 وجود 
دارد، چرا؟

 
فعالیت: فکر می كنيد چه تعداد مربع لاتين كاهش یافتة 
3×3 وجــود دارد؟ در كل چه تعــداد مربع لاتين 3×3 وجود 

دارد؟
مطابق شــکل 7، سطر اول و ســتون اول را می نویسيم. 
فکر می كنيد a22 چه حرفی می تواند باشــد؟ واضح است كه 
B نمی تواند باشــد. یا باید A باشد یا C. اما A نيز نمی تواند 

باشد، چرا؟

a كه بــه تناقض  C=23 ، آن گاه بایــد:   a A=22 اگــر:
a در این صورت به طور مشخص سه  C=22 می رسيم. پس:  

درایة دیگر به طور یکتا معلوم می شوند. )شکل 8 و 9(

بنابراین فقط یک مربع لاتيــن كاهش یافته 3×3 وجود 
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جدول 1. تعداد مربع هاي لاتين
nتعداد مربع هاي لاتين كاهش یافتهتعداد كل مربع هاي لاتين
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1. چه تعداد مربع لاتيــن كاهش یافتة 4×4 وجود دارد؟ 
آن ها را بنویسيد.

سعي كنيد طریقه اي براي نوشتن آن ها مشخص كنيد.
!4 طریق براي جایگشــت عناصر ســطر اول و سپس!3 
طریــق براي بقية ســه ســطر وجــود دارد. بنابراین در كل 
مربع لاتين از مرتبة 4 وجود دارد. به همين  ! !× × =4 4 3 576
روش مي توان با داشــتن تعداد مربع هاي لاتين اســتاندارد از 
مرتبــة n، تعداد كل مربع هاي لاتيــن ازمرتبة n را پيدا كرد. 
 n را در تعداد مربع هاي لاتين استاندارد از مرتبة n!(n )!−1

. nL n!(n )!−1 ضرب مي كنيم كه برابر مي شود با: 

رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 1/ پاییز 221399



2. تعداد مربع هاي لاتين مرتبة 3 را مشخص كنيد. )شکل 
)10

پاسخ: نشــان دادیم كه تعداد مربع هاي لاتين استاندارد 
مرتبة 3، یعني I3، فقط یکی است. پس: 

  nL ! != × × =3 2 1 12

، در این صورت 12 مربع لاتين  { }s , ,= 1 2 3 فــرض كنيم:
روی S تعریف می شــوند كه به صورت زیراند. L1 مربع لاتين 
استاندارد از مرتبة سوم است كه آن را با  I3 نيز نشان مي دهيم. 

بقية این مربع ها از روي I3  ساخته مي شوند.

عملیات روي مربع هاي لاتین
ســه نوع عمليات مي توانيم روي مربع هــاي لاتين انجام 
دهيم، به طوري كه مربع لاتين بودن آن ها حفظ شــود. یعني 
با انجام این عمليات روي هر مربع لاتين، مربع لاتين دیگري 

به دست مي آید.
1. جایگشت ستون6

2. جایگشت سطر7
3. جایگشت نمادها8، یعني نام گذاري مجدد نمادها بدون 

آنکه موقعيت آن ها نسبت به هم تغيير كند.
اگــر بتوانيم با هر یک از عمل هــاي فوق یک مربع لاتين 
را به مربع لاتين دیگري تبدیل كنيم، مي گویيم این دو مربع 

لاتين» ایزوتوپيک9« یا معادل هستند.
واضح است كه چون در یک مربع لاتين هيچ عضو تکراري 
در هر ســطر و هر ستون وجود ندارد، پس با انجام اعمال یک 

جایگشت روي آن، مربع لاتين دیگري به دست مي آید.

نتیجه: هر مربع لاتين را كه به صورت استاندارد یا كاهش 
یافته نباشد، با انجام عمليات فوق مي توان به صورت استاندارد 

تبدیل كرد.
بنابراین هر مربع لاتين معادل یک مربع لاتين استاندارد 
است. هر سه عمل فوق را در مثال هاي بعدي مشاهده مي كنيد. 

1. مربع لاتين ســمت راست با تعویض دو ستون از مربع 
لاتين ســمت چپ به دست آمده اســت: جایگشت ستوني. 
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2. مربع لاتين ســمت راست با تعویض دو سطر از جدول 
مربع لاتين سمت چپ به دست آمده است: جایگشت سطري.

3. مربع لاتين ســمت راست با جایگزیني عددهاي 2، 0، 
1 و 3 به ترتيب به عددهاي 0، 1، 2 و 3 از مربع لاتين سمت 
راست به دست آمده است: جایگشت نمادها یا بر چسب گذاري 

مجدد.

جدول كیلي و مربع هاي لاتین
نمونــه اي از جدول كيلي را در »تقارن« كه نمایشــي از 

مربع هاي لاتين دارد، بررسي مي كنيم.

یک تبدیل طولپاي T یک تقارن شــکل F است، هر گاه 
. اگر تحت  T(F) F= تبدیل یافتة F خود F باشــد؛ یعنــي: 
یک بازتاب تبدیل یافته یک شــکل بر خودش منطبق شود، 
آن را  »نقــارن خطــي« مي نامنــد. اگر تحت یــک دوران با 
زاویة α كه α≥360°≤ °0 شــکل بر خودش منطبق شــود، 
آن دوران را »تقــارن دوراني« یا دوري شــکل مي نامند. مثلًا 
مســتطيل دو تقارن خطي دارد كه هر كدام از وسط هاي دو 
ضلع مقابــل مي گذرند. به علاوه دو تقارن دوراني دارد: یکي با 
اندازة زاویــه°180  و دیگري با زاویة دوران ° 360 كه در هر 
دو، مركز دوران مركز مســتطيل است. اگر تقارن های خطی 
مستطيل را به H و V و تقارن دورانی °180 را به R و تقارن 
°360 را به I ، كه همان »تقارن هماني« است، نشان دهيم، در 
جدول شکل14 تركيب این تقارن ها را تحت تركيب تبدیلات 
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مشــاهده مي كنيد كه نمایش مشابه یک مربع لاتين كاهش 
یافته را دارد.

نمادها در سطرها و در ستون ها متمایزند.

مثلاً تركيــب دو دوران °180، یعني RoR برابر دوران 360°، 
یعني I است. تركيب دوران °180 با بازتاب افقي بازتاب قائم است.

RoH=V
 فعالیت: یک پاره خط چند تقارن خطي دارد؟ همچنين 
یک پاره خط چند تقارن دوراني دارد؟ سعي كنيد تركيبي ازهر 
دو تقارن را مشــخص كنيد و جدول كيلي آن را بنویسيد. آیا 

این جدول یک مربع لاتين است؟ 

مربع هاي لاتین در طرح هاي تركیبیاتي
هر چند مربع هاي لاتين شــامل اشــياي ریاضي هستند، 
امــا صورت هاي متفاوتي از آن ها در طراحي آزمایش ها به كار 
مي روند. یک طرح آزمایشــي شــامل تخصيص پردازش روي 

واحد آزمایش است.
 فرض كنيم مي خواهيم پنج داروي  D، C، B، A وE را براي 
كاهش نشانه هاي یک بيماري مزمن تست كنيم. پنج بيمار به 
مدت پنج هفته براي این آزمایش انتخاب شده اند. پنج بيمار را 
 ،W1 مي ناميم و پنج هفته را به ترتيب به B5 و  B4، B3، B2، B1
W5 ،W4 ،W3 ،W2 نشــان مي دهيم. ساختار آن را در جدول 
شکل 40 مشاهده مي كنيد كه با یک مربع لاتين نشان داده شده 
است. هر بيمار در هر هفته فقط یک نوع دارو را مصرف مي كند، 
پس در پنج هفته پنج نوع داروي متفاوت را مصرف مي كند. در 
هر ســتون هيچ داروي تکراري وجود ندارد. به همين ترتيب هر 
هفته هر بيمار فقط یک نوع دارو را مصرف مي كند. پس در هر 

هفته پنج نوع داروي متفاوت توسط پنج بيمار مصرف مي شود. 
در هر سطر هيچ داروي تکراري وجود ندارد.

Znروشي براي نوشتن مربع هاي لاتین به وسیلة
از نظریة اعداد، با باقي مانده هاي هر عدد صحيح بر عدد طبيعي 
n آشنایي داریم. باقي مانده هاي هر عدد صحيح و مثبت بر عدد 
صحيح و مثبت n یکي از عددهاي 000,2,1,0 یا n-1 است. مثلًا 
باقي مانده هاي هر عدد صحيح و مثبت aبر 3 یکي از عددهاي 0، 

1 یا 2 است. با استفاده از هم نهشتي  داریم:

a ≡
3
0 a  يا    ≡

3
a  يا 1 ≡

3
2

  Z3 =}0,1,2{ :نشان مي دهيم؛ یعني   Z3 این عددها را به
.  Zn=}0،1،2 ،000 ،n-1{ :به طور كلی              .

بنابراین، به طور عادی ســطرها و ســتون ها در مربع های 
لاتين می توانند روی Zn  با عضوهای Zn  نمادگذاری شــوند. 
بــه این منظور عددهای هر خانه یا هــر درایه را به روش زیر 

مشخص مي كنيم. 
              [ ]L i, j (i j)n= + ] یا پيمانه       ]L i, j (i j)mod(n)= +  

بنابراین:

{ }(i )( j )L (i, j, a i , , , n , j , , n+ += = − = −1 1 01000 1 01000 1
در سطر (i )( j )a + +1 1  ام است كه از )پيمانةjام و ستونi درایة 
i j(n+ .محاسبه مي شود 

در مثال زیر نحوة محاسبه درایه ها را مشاهده مي كنيد.
مثال: یک مربع لاتين از مرتبة 4 بسازید.                     
i+j)4 پيمانه( = (i )( j )a + +1 1   پاسخ:                           

مثــلًا بــرای محاســبة درایــه یا عــدد واقع در ســطر 
ســوم و ســتون چهارم، یعنی a34 ، چنين عمــل می كنيم: 
در جدول شکل 16 محاسبة  ( )( )a a + += = + ≡ ≡

4 4
34 2 1 3 1 2 3 5 1
هر كدام نشان داده شده است.

 n ،000 ،2 ،1 اگر سطر اول و ســتون اول را با عددهای
شــروع كنيم. مربع  لاتين چرخشــی از مرتبة n را داریم كه 

I R H V

I R H V

R I V H

H V I R

V H R I

I

R

H

V

0

شکل 15
B5B4B3B2B1

EDCBAW1

CEDABW2

DBAECW3

BAECDW4

ACBDEW5

شکل 16
3210

+ ≡
4

0 3 3+ ≡
4

0 2 2+ ≡
4

0 1 1+ ≡
4

0 0 0
0

+ ≡
4

1 3 0+ ≡
4

1 2 3+ ≡
4

1 1 2+ ≡
4

1 0 1
1

+ ≡
4

2 3 1+ ≡
4

2 2 0+ ≡
4

2 1 3+ ≡
4

2 0 2
2

+ ≡
4

3 3 2+ ≡
4

3 2 1+ ≡
4

3 1 0+ ≡
4

3 0 3
3

3210

0321

1032

2103

شکل 14
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 n به پيمانه i +j -1 ،در شــکل 17 می بينيد. در این صــورت
محاسبه می شود.

واقع شود، در این صورت مربعی از همان مرتبة 3 به دست می 
آید كه به صورت مربع سمت راست شکل 45 است.

مثلًا در L3 ، عدد واقع در ســطر سوم و ستون سوم برابر 
است )a33 =1(، زیرا: 

a+ − ≡ ≡ ⇒ =
4 4

333 3 1 5 1 1

در Rn كه در فوق نشان داده شده است، عدد واقع در سطر 
n ام و ستون دوم برابر 1 است، زیرا:

n n

nn n a+ − ≡ + ≡ ⇒ =22 1 1 1 1

مربع های لاتین متعامد10
دو مربع لاتين از مرتبة، 3 را در نظر می گيریم )شکل 18(.

شکل 17
nn-121
nn-1000211
1n000322
21000433

000000000000000
Rn= 000000000000000

n-2n-3000nn-1n-1
n-1n-20001nn

i j mod(n)+ −1

شکل 18
CBA
BAC
ACB

شکل 18
γβα
αγβ
βαγ

شکل 19
CγBβAα
BαAγCβ
AβCαBγ

وقتی این دو مربع، چنان روی هم نهاده شوند كه هر درایه 
اولی در كنار درایة نظيرش از دومی واقع شــود، به مربع شکل 

19 می رسيم.
مشاهده می كنيم كه در این مربع هيچ دو درایه ای یکسان 

نيستند. یعنی هر دوبه دوی درایه ها متمایزند.
وقتی از برهم نهی دو مربع لاتين از مرتبة n، چنين مربعی از 
مرتبة n با این ویژگی به دست می آید كه نمادهای هر n2 درایه یا 

خانه متمایزند، این دو مربع لاتين را »متعامد« می نامند.
گاهی این دو مربع لاتيــن را مربع های »گریکولاتين«11 
نيز می نامند. زیرا به طور ســنتی، حروف لاتين برای مربع اول 
و حــروف یونانی برای مربع دوم به كار رفته اســت. به همين 
ترتيب اگر دو مربع لاتين شکل  20 را كه نمادهای آن ها عدد 
هســتند در نظر بگيریم و این دو مربع را چنان روی هم قرار 
می دهيم كه هر درایه از اولی در كنار درایة متناظر آن از دومی 

چــون در مربع )S) L1 , L2 ، هر دو بــه دوی درایه ها متمایز 
هستند، در نتيجه L1 و L2  را دو مربع لاتين متعامد می نامند. 
می توانيــم  )S) L1 , L2 را به صورت دقيق تر با زوج مرتب هایی از 

درایه های L1 و L2 نيز نشان دهيم )شکل 21(.

شکل 20
321
132
213

L1

321
213
132

L2

332211
123123
211332

L1L2

بنابراین تعریف كلی تر زیر را داریم:

، ijL b =  2 و ijL a =  1  ، n n×  تعریف: دو مربع لاتين  
 دو مربع لاتين متعامد ناميده می شــوند، هــر گاه، n2  زوج 

) دو به دو متمایز باشند. یعنی هر زوج مرتب  )ij ija .b مرتب  

رخ  ( )ij ija .b از نمادها، دقيقاً یــک بار در ميان n2  زوج مرتب
. i , , , n=1 2 000   j , , , n=1 2 000 می دهد كه: 

دو مربع لاتين شکل 22 متعامدند.

شکل 21
)3،3()2،2()1،1(

S(L ,L ) =1 2 )1 ،2()3 ،1()2 ،3(
)2 ،1()1 ،3()3 ،2(

3210

L1=
2301

1032

0123

2103

L2=
3012

1230

0321

)3،2()2،1()1،0()0،3(

 S) L1 , L2( =
)2،3()3،0()0،1()1،2(

)1،1()0،2()3،3()2،0(

)0،0()1،3()2،2()3،1(

دو مربع لاتين از مرتبة n مفروض اند. فهرستی از n2 زوج 
مرتب شــامل درایه هایی در همان موقعيت به ترتيب از مربع 
اول و مربع دوم را می نویسيم )این عمل را روی هم قرار دادن 
یا بر هم نهــی دو مربع تلقی می كنيم(. این دو مربع لاتين را 
متعامد می ناميم، هر گاه این فهرســت شــامل n2 زوج مرتب 

ممکن از n نماد هر كدام، دقيقاً یک بار رخ دهند.
  L2 با L1 دو مربع لاتين متعامد باشند، گویيم L2 و L1 وقتی
متعامد است یا L2 نيز با L1 متعامد است. بنابراین رابطة تعامد 
در مربع های لاتين متقارن اســت. یعنی اگر L1  با L2 متعامد 
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باشد، L2 نيز  با L1 متعامد است. اگر L1 یک مربع لاتين از مرتبة 
n باشــد كه درایه هایش از مجموعة x باشــند و L2 یک مربع 
لاتين از مرتبة n باشــد كه درایه هایش از مجموعة y باشند، 
گویيم L1 و L2 مربع های لاتين متعامد هستند هر گاه به ازای 
هرx ∈ x  و  y∈ y یک درایه )خانه( یکتای )i,j( وجود داشته 

. L (i, j) y=2 L و  (i, j) x=1 باشد، به طوری كه:  
در واقــع L1 و L2 را چنان روی هم می گذاریم كه هر خانة 

( )( )L i, j ,L (i, j)1 2
)i,j( توسط زوج مرتب 

پر شــود سپس، L1 و L2 را متعامد می ناميم. اگر و فقط اگر 
این انطباق یا روی هم گذاری شامل هر زوج مرتب از x×y باشد.

مرتــب،  زوج   16 هــر  قبلــی  مثــال  در 
,i) در این كنــار هم گذاری یا این  j) { , , , } { , , , }∈ ×01 2 3 01 2 3

نوع بر هم نهی رخ داده است.
در حالت كلی، ساختن مربع های لاتين متعامد ساده نيست.

مربع های لاتين متعامد از مرتبة یک وجود دارند، زیرا در 
شــرایط تعریف صدق می كنند، اما جذابيتی ندارند. به همين 

n در نظر می گيرند. دليل بعضی از كتاب ها 1<
به ســادگی می توان نشان داد كه مربع های لاتين متعامد 
از مرتبــة 2 وجود ندارند، زیرا فقط دو مربع لاتين از مرتبة 2 

وجود دارند كه آن ها را در شکل23 مشاهده می كنيد.

 )S) L1 , L2  یــک مربع لاتين اســت، امــا L1 و L2 متعامد 
نيستند، چرا؟

در مثال های قبلی مربع های لاتين متعامد از مرتبة 3 و 4 
را مشــاهده كردید. می توان دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 5 
را نوشــت، اما دو مربع  لاتين متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند. 

L1 و L2 دو مربع لاتين هســتند. اگر n  فرد باشد، متعامد 

در سطر iام و ستون jام است.  (i )( j )a + +1 1 نيز هستند. درایة 
. بایــد یک درایة یکتای  ( ) n na, b Z Z∈ × فرض كنيم : 

)i,j( پيدا كنيم، به طوری كه:       
[ ]L i, j b=2 ]  و     ]L i, j a=1

در واقع دستگاه زیر باید برای i و j جواب یکتا داشته باشد:
n n n n

i j a, i j b i a b, j a b+ ≡ − ≡ ⇒ ≡ + ≡ −2 2

چون 2 برای n های فرد، در Zn دارای وارون است كه برابر 
n می شود، در نتيجه: +1

2
( )

n ni a b+
≡ +

1
2         

( )
n nj a b+
≡ −

1
2   

بنابراین:
n فرد باشــد، آن گاه مربع هــای لاتين متعامد از  اگر 1<

مرتبة n وجود دارند.
در ادامه برای نمونه مطابق قاعدة بيان شــده، ساختن دو 
مربع لاتين متعامد از مرتبة 5 و دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 

7 را مشاهده می كنيد. )شکل 24(

شکل 23
21

L1= 12
12

L2= 21

2112S) L1 , L2( =
1221

در حدود 200 سال قبل، اویلر حدس زد كه مربع های لاتين 
n وجود ندارند. این حدس  k= +4 متعامــد از مرتبة n اگر 2
برای n= 6 توســط تاری12 در سال 1990 ثابت شد،  اما بقية 
n اســت، رد شد. در سال های 1959  > 6 حدس كه برای هر 
و 1960، باس، پاركر و شری خانده13 ثابت كردند كه به ازای 

، مربع های لاتين متعامد از مرتبة n وجود دارند. n > 6 هر 

روش هایی برای ســاختن مربع های لاتین متعامد از 
( n مرتبة فرد )1<

Z به صورت زیر تعریف می كنيم: 
n
دو مربع لاتين روی 

                  [ ]L i, j (i j)mod n= +1 و [ ]L i, j (i j)mod n= −2

شکل 24
43210

L1=

04321

10432

21043

32104

12340

L2=

23401

34012

40123

01234

4132231400

S) L1 , L2( =

0243342011

1304403122

2410014233

3021120344

به طور نمونه: 

ij (i )( j ) i jL a a ?+ + = + = = ≡ 
5

1 1 1

ij (i )( j ) i jL b b ?+ + = − = = ≡ 
5

2 1 1

( )( )a a + += = + ≡
5

34 2 1 3 1 2 3 0

( )( )b b + += = − ≡− ≡
5 5

34 2 1 3 1 2 3 1 4

( )( )a a + += = + ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 2

( )( )b b + += = − ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 4

ویژگی هایی از مربع های لاتین متعامد
1. طبق تعریف مربع های لاتين از مرتبه یک وجود دارند، 

n اختيار می كنند. اما معمولاً 1<
2. مربع های لاتين متعامد از مرتبة 2 وجود ندارند.

3. مربع های لاتين متعامــد از مرتبة 3 ،4 و 5 وجود دارند، 
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اما ثابت می شود مربع های لاتين متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند.
كه n عددی طبيعی اســت. ثابت  n > 6 4. بــه ازای هر
می شــود دو مربع لاتين متعامد از مرتبــة n وجود دارند. در 

مورد n فرد آن را ثابت كردیم. 

معیاری برای متعامد نبودن دو مربع لاتین
اگر دو مربع لاتين 

)  و   ){ }ijL i, j, a i , , , n, j , , , n= =1 1 2 000 1 2 000

 ( ){ }ijL i, j, b i , , , n, j , , , n= =2 1 2 000 1 2 000

 ij kra a a= = از مرتبه n داشــته باشــيم، به طوری كه: 
  یعنی دو درایــه در مربع اول با هم دارای 

ij krb b b= = و  
نمادهای یکســان باشــند و در مربع دوم نيز همين دو درایه 
متناظر نيز دارای نمادهای یکســان باشــند )لزومی ندارد با 
 L2 و L1 نمادهای مربع اول یکســان باشــند(، در این صورت
متعامد نيستند. زیرا با روی هم قرار دادن L1 و L2 یا برهم نهی 
ij و درایة دیگری  ija b ab= آن دو، یک درایه   )S) L1 , L2  برابر 
است كه نمادهای یکسانی دارند. پس L1 و 

kr kra b ab= برابر 
L2 متعامد نخواهند بود. نمایشــی از آن را در دو مربع لاتين از 

مرتبة 4 در شکل 25 مشاهده می كنيد.

)شــکل 25( روی هم گــذاری یــا »كنار هم  (L .L )S
1 2

در 
گذاشتن14« شکل 25 دو مربع را مشاهده می كنيد.

حال دو مربع لاتين شکل 27 را در نظر می گيریم.

شکل 25

L1=
a

a

L2=
b

b

S) L1 , L2( =
ab

ab

نتیجه:

ijL b =  2 ijL و  a .n =  1 دو مربــع لاتيــن از مرتبــة 
 ، ij kra a= ,i اگر: j, k, r n≤ ≤0 متعامدند، هــر گاه به ازای هر 

. ij krb b≠ آن گاه: 

مثال:
a  و   a= =11 22 1 دو مربــع شــکل 26 مفروض انــد و :

. پس این دو مربع لاتين متعامد نيستند.  b b= =11 22 3

شکل 26
213
132
321

شکل 26
321
213
132

321
ijL a  = 1

213
132

شکل 27
321

ijL b  = 2 132
213

، آن گاه:  ij kra a= . اگــر:  r, k, j, i≤ ≤0 3 بــه ازای هــر 
. پس این دو مربع لاتين متعامدند. ij krb b≠

جایگشت سطرها و ستون ها
اگر جای دو سطر )دو ستون( در یک مربع لاتين تعویض 
شــوند، مربع لاتين حاصل ممکن اســت با مربع لاتين اصلی 

متعامد باشد یا نباشد.
مربــع لاتين  L2   از مربع لاتين L1 با  تعویض ســطرهای 
  L2 و L1 اول و ســوم به دست آمده است، مشاهده می كنيم كه

متعامداند.
شکل 28

213

L2= 132

321

321

L1= 132

213

322113

S) L1 , L2( = 113322

231231

شکل29
321

L1= 132

213

321

L2= 213

132

213

L3= 132

321

3210

L1=
2301

1032

0123

3210

L2=
0123

2301

1032

3210

L3=
1032

0123

2301

مربع های لاتین دوبه دو متعامد15 
یــک مجموعــه مربع های لاتيــن دوبــه دو متعامد یک 
مجموعه ای از دو یا بيشــتر از مربع های لاتين هم مرتبه است، 

به طوری كه هر كدام با دیگری متعامد باشد.
دو مربع لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة 2 و 6 را بيان كردیم 

كه وجود ندارند.

هر چند مربع هاي 
لاتین شامل اشیاي 
ریاضي هستند، اما 

صورت هاي متفاوتي 
از آن ها در طراحي 

آزمایش ها به كار 
مي روند. یک طرح 

آزمایشي شامل 
تخصیص پردازش 

روي واحد آزمایش 
است.

ijL a  = 1 ijL b  = 2
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دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 3 وجود دارند.
 L3 متعامد است؟ چرا؟ L2 یا با L1 با L3 در شــکل 59، آیا

چگونه از L1 به دست آمده است؟
سه مربع لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة 4 وجود دارند.

مربع لاتين كاهش یافته L1 را در نظر می گيریم. ابتدا سطر 
چهارم را به ســطر دوم و ســطر دوم را به سطر سوم و سطر 
سوم را به سطر چهارم تبدیل می كنيم. مربع لاتين L2 به دست 

می آید كه با L1 متعامد است.
R R R R→ → →2 2 3 4 یا R R R R→ → →2 3 4 5  

به همين ترتيب، اگر در L1 ، عمل های زیر را به طور متوالی 
انجام دهيم.

R R R R→ → →4 2 4 3

 L2 و همچنين با L1 می رســيم كه بــا  L3 به مربع لاتين
متعامد است )شکل 31(.

از مرتبة 4 وجود دارند كه آن ها را مشخص كردیم.

تأثیر عمل های روی مربع هــای لاتین در مربع های 
لاتین متعامد

جایگشت نمادها روی مربع های لاتين تأثيری در متعامد 
بودن آن ها ندارد. یعنــی اگر دو مربع لاتين هم مرتبه متعامد 
باشند، با انجام جایگشت نمادها روی هر كدام باز هم متعامدند.

 L3 دو مربع لاتين متعامد باشــند. اگر L3 و L1 فرض كنيم
مربعی لاتينی باشــد كه از تعویض دو یــا چند نماد با همان 
جایگشت نمادها از L2 حاصل شــده باشد، آن گاه L1 با L3 نيز 

متعامد است.
فرض كنيد در L2 ، دو نماد a و b را  تعویض كنيم. اگر هر دو 
درایه متفاوت در L1 را در نظر بگيریم كه در L1L3 نيز متفاوت اند، 
حال اگر دو درایه یکسان مثلاً c را در L1 در نظر بگيریم، در این 
صورت در ca و cb نيز متفاوت اند؛ زیرا این درایه ها همان cb و  
ca در L2 هســتند. به عبارت دیگر، اگر دو درایه در L1L3 مساوی 
شــوند، در L1L2 نيز مساوی خواهند بود كه متناقض با متعامد 

بودن L1L2 است.
به طور كلی، اگر اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای 
یکــی از دو مربع لاتين متعامد انجام دهيم، باز هم در متعامد 

بودن تأثيری ندارد.
یعنی اگر L1 و L2 دو مربع لاتين متعامد هم مرتبه باشند و 
اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای L2  انجام دهيم و 
آن را L3 بناميــم، آن گاه  L1 و L3 نيز متعامدند. دليل آن دقيقاً 

مانند قسمت قبلی است. 
نتیجه: اگرL1 و L2 دو مربع لاتين متعامد از مرتبه n باشند 
و آن هــا را به صورت اســتاندارد 'L1 و' L2  تبدیل كنيم در این 

صورت  'L1 و'L2 نيز متعامد خواهند بود.
نتیجه: در همه مربع های لاتين متعامد می توانيم فرض 

باشند. , , , n1 2 000 كنيم سطر اول همه یکسان و عددها 
دو مربع لاتين شــکل32 را در نظر می گيریم. آیا این دو 

مربع لاتين L1 و L2 متعامدند؟

شکل31
33221100

S) L1 , L2( =
20310213

12033021

01102332

شکل31
33221100

S) L1 , L3( =
21300312

10013223

02132031

شکل31
33221100

S) L2 , L3( =
01102332

20310213

12033021

 L3 و L2 ، L3 و L1 متعامدنــد، همچنيــن L2 و L1 چــون
متعامدند، گویيم L1 و L2 و L3 دو به دو متعامدند.

چهار مربع لاتين دوبــه دو متعامد از مرتبة 5 وجود دارند 
)شکل 62(.

و بالاخره حداكثر شش مربع لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة 
7 وجود دارند. در حالت كلی قضيه زیر ثابت می شود:

1. بــه ازای هر n≤2 ، حداكثــر n-1 مربع لاتين دوبه دو 
متعامد وجود دارند.

در ادامه مشاهده خواهيد كرد كه در همة مربع های لاتين 
دوبه دو متعامد می توانيم فرض كنيم سطر اول همه یکسان و 

باشند. , , , n1 2 000 مثلًا عددهای 
وقتی تمام این عددها در ســطر اول باشند، خانه یا درایة 
a21 عدد 1 نمی تواند باشد. پس حداكثر n-1 انتخاب برای آن 

وجود دارد. 
n ، تعداد مربع های  ,≠ 2 6 2. به ازای هر n طبيعی كــه

لاتين دوبه دو متعامد بزرگ تر یا مساوی 2 است.
  ، q pα= 3. اگــر q-2 توانی از یک عدد p باشــد، یعنی 
آن گاه تعــداد مربع های لاتين دوبه دو متعامد از مرتبة q دقيقاً 

برابر q-1 است.
مشاهده كردیم كه دقيقاً دو مربع لاتين دوبه دو متعامد از 
مرتبة 3 وجود دارد. همچنين سه مربع لاتين دوبه دو متعامد 

شکل 32
35241

L1=

13524

41352

24135

52413

شکل 32
52413

L2=

24135

41352

13524

35241

در L1 جایگشت ذیل را روی نمادهای عددی انجام می دهيم:
به مربع لاتين  'L1 می رسيم )شکل 33(. مشاهده می كنيم 
كه L1 به یک مربع لاتين كاهش یافته 'L1 تبدیل شــده است. 
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آیا 'L1 و L2 متعامدند؟
به همين ترتيب در L2  جایگشــت زیــر را روی نمادهای 
عددی انجام می دهيم. به مربع لاتين'L1 می رسيم )شکل 35(.

آیا 'L2 مربع لاتين چرخشی است؟
آیا 'L1 و L1 متعامدند؟

را مشاهده می كنيد.

مثال: فرض كنيم بخواهيم كيفيت پنج نوع لاستيک را كه 
آن ها را با نمادهای 1، 2، 3، 4 و 5 نام گذاری كرده ایم، توسط 
A كه هم مدل و دارای تاریخ  ,A ,A ,A ,A5 4 3 2 1 پنج اتومبيل 
ساخت یکسان هستند، به طور هم زمان در یک مسافت معين و 
در پنج روز از هفته آزمایش كنيم. طرحی ارائه دهيد كه طبق 
آن هر لاستيک توسط هر پنج اتومبيل و هر كدام در یک روز 

مشخص آزمایش شوند. 

 شکل 33
54321

L1' =
15432

21543

32154

43215

 شکل 34
54321

L2' =
43215

32154

21543

15432

4

2

3

5

3

1

2

4

شکل 35
5544332211

S) L'1 ,
 L'2

( =

1453423125

2312514534

3221155443

4135241352

 'L1 و'L2 را كنار هم قرار می دهيم. آیا  'L1 و'L2 متعامدند؟
شکل 35

روشی دیگر در ساختن مربع های لاتین از مرتبة فرد 
(n≤3(

ابتدا یک مربع n×n می سازیم. یک ضلع مربع، مثلًا ضلع 
بالایی را انتخاب می كنيم. اولين و آخرین مربع هایی را كه یک 
ضلع آن ها روی این ضلع n×n است، رها می كنيم. سپس از دو 
 n , , , ,−1 000 3 2 1

2
طرف،  هر یک از مربع های دیگر را به ترتيب 

n واحد به بالا  −1
2

به بالا انتقال می دهيم )مربع وسطی فقط 
انتقال می یابد(.

این عمل را برای سه ضلع دیگر به طور مشابه انجام 
( ), , , , n1112 13 0001 می دهيم. سپس مطابق نمونه عددهای

) را در خانه ها قرار  )n ,n , , nn1 2 000 و...،  ( ), , , n21 22 0002 و

می دهيم. اكنون عدد هر خانه را به اندازة n واحد به درون 
انتقال می دهيم تا در خانه های خالی واقع شوند. آیا می توانيد 

دليلی برای آن بيان كنيد؟ اكنون با جدا كردن عددها دو 
مربع لاتين متعامد را در شکل 36 مشاهده می كنيد.

به همين ترتيب ساختن دو مربع لاتين متعامد از مرتبة 7 

شکل 37
D5D4D3D2D1

54321A1

15432A2

21543A3

32154A4

43215A5

بناميم، آن گاه  D ,D ,D ,D ,D5 4 3 2 1 اگر این پنــج روز را 
یک طرح آزمایش می تواند طبق جدول شکل 37 باشد. 

مثلاً توســط اتومبيل A2 ، هر پنج لاســتيک در پنج روز 
متفاوت آزمایش می شوند. هر روز توسط هر پنج اتومبيل هر پنج 
نوع لاستيک آزمایش می شوند. بنابراین هيچ نوع لاستيکی در 
یک روز توسط دو اتومبيل آزمایش نمی شود. یعنی در هيچ ستون 
این جدول عدد تکراری وجود ندارد. همچنين توسط هر اتومبيل 
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در پنج روز هر پنج نوع لاستيک آزمایش می شود. یعنی توسط 
هر اتومبيل در هيچ دو روزی یک نوع لاستيک آزمایش نمی شود. 
بنابراین در هيچ سطر این جدول نيز عدد تکراری نداریم. در واقع 

این جدول یک مربع لاتين از مرتبة 5 است.
جدول شکل 38 نيز یک طرح دیگر برای همين آزمایش 
می تواند باشــد. هر دو جدول تمــام ویژگی های فوق را دارند. 
فقط تفاوت در این است كه امکان دارد. آزمایش یک لاستيک 
از نظر نوع اتومبيل در روز دیگری انجام شــده باشــد و همان 

روزی نباشد كه در جدول شکل 37 مشخص شده است.
واضح است كه جدول های زیادی می توان برای این آزمایش 
طرح كرد. اكنون فرض كنيم بخواهيم به طور هم زمان مقاومت 
پنج نوع روغن ترمز را نيز توسط همين پنج اتومبيل در همين 
پنج روز بررســی كنيم. این روغن ترمزها را با عددهای 1، 2، 
3، 4 و 5 شماره گذاری می كنيم. شکل 39، می تواند یک طرح 

این آزمایش باشد.

زیادی را طرح كنيم، یا به عبارت  دیگر، مربع های لاتين زیادی 
را مشخص كنيم. در شکل 39 تعدادی از این طرح ها را در یک 

مربع لاتين مشاهده می كنيد.

امــا اگر بخواهيم این دو آزمایش هم زمان توســط همين 
پنج اتومبيل انجام شــوند، به جدولی مانند جدول شکل 40 
نيــاز داریم كه از ادغام مثلًا جدول های شــکل های 37 و 39 

به دست آمده است.
در این جدول هيچ دو زوج مرتب یکسان وجود ندارند. به این 
معنی كه مثلاً لاستيک شمارة 2 و روغن شمارة 4 فقط توسط 

یک نوع اتومبيل و فقط در یک روز مشخص آزمایش شده اند.
در روز چهارم اتومبيل A4 ، لاســتيک شــمارة 2 و روغن 

ترمز شمارة 5 را آزمایش می كند.
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شکل 40
D5D4D3D2D1

)5،5()4،4()3،3()2،2()1،1(A1

)1 ،2()5 ،1()5 ،4()3 ،4()2 ،3(A2

)2 ،4()1 ،3()5 ،2()4 ،1()3 ،5(A3

)3 ،1()2 ،5()1 ،4()5 ،3()3 ،2(A4

)4 ،3()3 ،2()2 ،1()1 ،5()5 ،4(A5

شکل 38
D5D4D3D2D1

54321A1

43215A2

32154A3

21543A4

15432A5

شکل 39
D5D4D3D2D1

54321A1

21543A2

43215A3

15432A4

32154A5

توسعة منظم مربع های لاتین به وسیلة اویلر در 
سال 1779 شروع شد و توسط كیلی )1890 
ـ 1877( در مورد جدول عمل روی گروه ها 
به كار برده شد. چون اویلر برای نام گذاری این 
مربع ها از حروف لاتین استفاده می كرد، به 
همین دلیل این مربع ها به نام مربع های لاتین 
معروف شدند

اگر می خواســتيم روغن ترمزها را به طور جداگانه مستقل 
از لاستيک ها آزمایش كنيم، مانند فوق می توانيم جدول های 
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